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problemelor de contact elastic cu frecare

REZUMAT

Domeniul fundamental: Ştiinţe inginereşti
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4.7.1 Modelul generalizat al lui Klarbring
4.7.2 Cazul problemei de contact cvasistatic
4.7.3 Analiza contactului alunecător
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Rezumat

În prezenta teză de abilitare ne propunem să prezentăm rezultatele ştiinţifice
şi viitorul plan de cercetare al autorului. Cercetările mele ı̂n domeniul modelării
matematice a problemelor de contact elastic unilateral cu frecare, au ı̂nceput ı̂ncă
din perioada 1976–1991, când am lucrat ı̂n cadrul laboratorului de Proiectare Asis-
tată a Institutului de Cercetare Ştiinţifică şi Inginerie Tehnologică pentru Maşini
Unelte Bucureşti şi au continuat apoi cu teza de doctorat până ı̂n prezent. Rezul-
tatele principale prezentate sunt din acest domeniu de cercetare, dar publicate după
1997, anul susţinerii tezei de doctorat.

Complexitatea problemei contactului unilateral cu frecare dintre corpuri elas-
tice, comparativ cu elastostatica sau elastodinamica, constă ı̂n aceea că suprafaţa
reală a contactului şi forţele din această zonă fac parte din necunoscutele problemei,
iar la nivelul suprafeţei de contact apar neliniarităţi de tip cinematic. Neliniarităţile
care apar, sunt cauzate atât de restricţiile de tip inegalităţi, care caracterizează
condiţia de nepătrundere a solidelor aflate ı̂n contact, sau pătrunderea după o anu-
mită lege, şi care conduc la inegalităţi variaţionale pe submulţimi convexe, cât şi de
legăturile dintre modulul forţelor normale şi tangenţiale la nivelul zonei de contact,
care conduc la inegalităţi variaţionale cu un termen nediferenţiabil.

Din prima categorie fac parte problemele de contact fără frecare, care se mai
numesc şi probleme de tip Signorini, care sunt modelate de ecuaţii variaţionale
eliptice şi corespund cazului staţionar şi de inecuaţii variaţionale hiperbolice, pen-
tru cazul tranzitoriu. Lucrările clasice deja, ale lui Signorini [229], Fichera [56] sunt
primele care au formulat problema de contact elastic cu modele matematice mo-
derne şi au abordat existenţa şi unicitatea soluţiei acestei probleme.

Din a doua categorie fac parte problemele de contact cu frecare, numite şi de
tip Coulomb, ı̂n cazul modelării frecării cu legea Coulomb, analizate ı̂n lucrările lui
Duvaut, Kalker, Cocu, Necas etc, care au furnizat rezultate de existenţă şi unicitate
a soluţiei ı̂n ipoteze impuse, ı̂n cazul problemei regularizate şi a coeficienţilor de
frecare ”suficienţi de mici”. Neliniarităţile de comportament (fizic şi geometric) au
fost studiate ı̂n ultimii 50 de ani ı̂n plan matematic şi numeric, dar neliniarităţile de
tip cinematic, cum se ı̂ntâlnesc ı̂n cazul contactului elastic, fac obiectul unor lucrări
mai recente şi, ı̂n acest sens, există ı̂ncă probleme deschise.

Capitolul 1
Modelul matematic al problemelor de contact cu frecare ı̂n elasticitatea liniară

Acest capitol conţine rezultatele publicate in articolele [192], [196], [205]:
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Pop, N., Analysis of a generalization of the Signorini problems. Contact boundary
conditions and frictions laws, Carpath. Journal of Math. 23 (2007), No. 1 - 2 , 177–186,
ISSN: 1584-2851 (ISI Journal)

Pop, N., On the Existence of the Solution for the Equations Modelling Contact Prob-
lems, Mathematics and mathematics educations, 3rd Palestinian International Con-
ference on Mathematics and Mathematics Education, 09-12 August, 2000 Bethle-
hem Univ Betlehem Israel, 196–207, 2002, ISBN: 981-02-4720-6 (Proceedings ISI)

Pop, N., Analysis of an evolutionary variational inequality arising in elasticity qua-
sistatic contact problems, Adv. Stud. Pure Math., 53 (2009), 213-223

Primul capitol al lucrării este consacrat definirii şi formulării matematice a pro-
blemelor de contact cu frecare ı̂n elasticitate şi ı̂ncadrării lor ı̂n una din clasele de
probleme de minimizare cu restricţii. Aceste probleme fac apel la diferite pro-
prietăţi ale spaţiilor Sobolev - spaţii de funcţii generalizate - teoreme de urmă,
formulele lui Green şi inegalităţile lui Korn. Sunt prezentate noţiuni de teoria
elesticităţii liniare, a ecuaţiilor elastostaticii şi elastodinamicii şi a unor elemente
de analiză funcţională. Tot ı̂n acest capitol se prezintă problema de contact dinamic
pentru două corpuri elastice ı̂n contact cu frecare şi se definesc condiţiile de contact
şi legea de frecare de tip Coulomb, care apare pe frontiera de contact [192], [196],
[205].

Capitolul 2
Metode de aproximare numerică pentru inecuaţii variaţionale de ordinul doi

Acest capitol conţine rezultatele publicate in articolele [191, [193], [201], [202]:
Pop, N., Petrila, T., Finite Element Discretization of some Variational Inequalities

Arising in Contact Problems with Friction, Anal. Univ. Bucureşti, Matematica, 55
(2006), No. 1, 111–120, ISSN: 1010-5433

Pop, N., Saddle Point Formulation of the Quasistatic Contact Problems with Fric-
tion, Proceedings of the 7th WSEAS international conference on systems theory and
scientific computations Systems Theory and Scientific Computation (ISTACS’07) ,
Book series: Electrical and Computer Engineering Sciences, 2007, 252–256,
ISSN/ISBN: 1790-5117/978-960-8457-98-0 (Proceedings ISI)

Pop, N., A generalized concept of a differentiability in Newton’s method for contact
problems, Bul. St. Univ. Baia Mare, ser. B, Mat.-Inf. 16 (2000), 307–314

Pop, N., On the inexact Uzawa methods for saddle point problems arising from contact
problem, Bul. St. Univ. Baia Mare, ser. B, Fasc. Mat.-Inf., 15 (1999), No. 1-2, 45–54

Capitolul 2 este dedicat prezentării unor metode de aproximare a inecuaţiilor
variaţionale semicoercitive şi a condiţiilor ı̂n care soluţia aproximativă converge la
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soluţia exactă, cu precizări şi asupra mişcărilor de corp rigid. Astfel, cu metoda
elementului finit se aproximează soluţia problemei Signorini fără frecare, ı̂n cazul
elastostaticii plane, şi se analizează convergenţa soluţiei aproximative la soluţia
exactă. Iar pentru cazul problemei de contact cu frecare, se consideră cazul când
tensiunea normală la frontiera de contact şi coeficientul de frecare sunt cunoscute,
şi se arată că soluţia problemei discretizate cu element finit converge slab la soluţia
exactă.

De asemenea, se foloseşte o metodă de dualizare pentru a obţine formulări in-
crementale mixte ale problemei de contact cu frecare, obţinându-se un rezultat de
existenţă a multiplicatorilor Lagrange şi, utilizând procedura introdusă de Cèa şi
Glovinski, se defineşte Lagrangeanul problemei de contact şi se demonstrează uni-
citatea punctului şa [193].

Un avantaj al formulării duale cu metoda multiplicatorilor Lagrange constă ı̂n
posibilitatea utilizării unui algoritm de tip Uzawa, care permite să se rezolve si-
multan atât deplasările cât şi tensiunile tangenţiale de contact (multiplicatorul La-
grange semnifică tensiunea tangenţială de contact). În ultimul paragraf al acestui
capitol se obţin rezultate de existenţă şi convergenţă a punctului şa a Lagrangean-
ului către soluţia exactă [191], [201], [202].

Capitolul 3
Metode de aproximare pentru problema speciala de contact

Acest capitol conţine rezultatele publicate in articolele [60, [61], [185], [187],
[188], [189], [190], [195], [198], [205]:

Ghita, C., Pop, N., Popescu, I. N., Existence result of an effective stress for an
isotropic visco-plastic composite, Comput. Materials Sci. 64 (2012), 52–56, ISSN: 0927-
0256, (ISI Journal)

Ghita, C., Pop, N., Cioban, H., Quasi-Static behavior as a limit process of a dynamical
one for an anisotropic hardening material, Comput. Materials Sci. 52 (2012), 217–225,
Issue: 1, ISSN: 0927-0256, (ISI Journal)

Pop, N., A Finite Element Solution for a Three−dimensional Quasistatic Frictional
Contact Problem, Rev. Roumaine des Sciences Techn. serie Mec. Appliq, Editions de
l’Academie Roumaine, tom. 42, 1997

Pop, N., Cioban, H., Horvat-Marc, A., Finite element method used in contact prob-
lems with dry friction, Comput. Materials Sci. 50 (2011), 1283-1285, Issue: 4, ISSN:
0927-0256, (ISI Journal)

Pop, N., Quasi-static frictional contact in solid mechanics, Numerical analysis and
applied mathematics, vol. 1 and 2, AIP Conference, 116 (2009), 1038–1041, ISSN: 0094-
243X, ISBN: 978-7354-0709-1, (Proceedings ISI)
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Pop, N., Vladareanu, L., Pop, P., Finite Element Analysis of Quasistatic Frictional
Contact Problems with an Incremental-Iterative Algorithm, Proceedings of the 8th In-
ternational Conference on Applications of Electrical Engineering/8th International
Conference on Applied Electromagnetics, Wirless and Optical Communications ,
Book Series: Electrical and Computer Engineering Series, 2009, 173–178, ISBN: 978-
960-474-072-7

Pop, N., Finite elements analysis of frictional contact problem during the process of
metal working, Amer. Journal of Appl. Sci., 5 (2008), 152–157, Issue: 2, ISSN:1546-
9239, (BDI Journal)

Pop, N., A nonsmooth algorithm for solving the frictional quasistatic contact prob-
lems, MACMESE 2008: Proceedings of the 10th WSEAS International Conference
on Mathematical and Computational Methods in Science and Engineering, pts I
and II, Book series: Mathematics and Computers Science and Engineering, (2008),
352–357, ISSN: 1790-2769, ISBN: 978-960-474-019-2 (Proceedings ISI)

Pop, N., Numerical Simulations for the 3D Frictional Contact Problems, Ingener-
are. Revista de la Facultad de Ingenieria de la Pontificia Universidad Catolica de
Valparaiso - CHILE, No. 17, (2004), 33–38, ISSN:0717-5035

Pop, N., Analysis of an evolutionary variational inequality arising in elasticity qua-
sistatic contact problems, Adv. Stud. Pure Math., 53 (2009), 213-223

Capitolul 3 cuprinde metode de aproximare şi algoritmi de rezolvare pentru
problema de contact cu frecare, ı̂n care termenul nediferenţiabil, dat de tensiunea
normală pe frontiera de contact, este exprimat printr-o lege de tip putere (lege de
complianţă), care modelează gradul de penetrare a corpurilor aflate ı̂n contact şi
caracteristicile (rugozitatea) suprafeţelor de contact. Algoritmul foloseşte ı̂ntr-un
anumit fel o problemă de contact redusă, pentru rezolvarea problemei generale de
contact cu frecare Coulomb. Acesta constă ı̂n rezolvarea iterativă a două tipuri de
probleme reduse, folosite alternativ. Astfel, se calculează o primă aproximare a ten-
siunii normale de contact, folosind tensiunea tangenţială de contact prescrisă. Ten-
siunea normală de contact astfel calculată, se foloseşte pentru a calcula problema
de contact generală cu frecare Coulomb, dar folosind presiunea normală prescrisă.

O formulare importantă a problemei de contact cu frecare este formularea cva-
sistatică, care este preferabilă formulării statice, deoarece aceasta din urmă nu poate
descrie situaţia evolutivă a condiţiilor de contact. Formularea cvasistatică constă
ı̂n tratarea dinamică a condiţiilor de contact şi renunţarea la termenul inerţial (de
asemenea şi la amortizare). Pentru demonstrarea existenţei şi unicităţii soluţiei
problemelor de contact cu frecare, unde condiţia de contact e modelată cu compli-
anţa normală, este necesar să considerăm cazul dinamic, iar materialul corpurilor
aflate ı̂n contact să fie material vâscoelastic, deoarece prezenţa termenilor inerţiali
cu amortizare vâscoasă este esenţială pentru a putea modela viteza de contact [60],
[61].
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Problema cvasistatică se rezolvă cu formulări incrementale, prin aproximarea
derivatelor temporale ale deplasărilor cu diferenţe finite, iar la fiecare pas de timp
se calculează mici deformaţii şi mici deplasări şi se adaugă la cele calculate ante-
rior ı̂n urma unor mici modificări ale forţelor aplicate. În acest fel se poate con-
trola modificarea zonei de contact şi starea de contact (contact deschis, fix sau
alunecător). Se obţine o echivalenţă a fiecărei probleme de contact la un pas de
timp, cu o problemă statică, neglijându-se dependenţa de drumul de ı̂ncărcare pen-
tru un pas mic de timp [187], [188], [189], [195].

O altă metodă folosită ı̂n rezolvarea problemelor de contact cu frecare constă
ı̂n alegerea unor Lagrangeeni, care transformă problema primală (originală) ı̂n o
problemă mixtă, de aflare a punctelor şa. Aceasta permite utilizarea unor algo-
ritmi cunoscuţi şi evitarea unor construcţii complicate de mulţimi convexe şi a mi-
nimizării unor funcţionale nediferenţiale. De asemenea, este de remarcat faptul că
multiplicatorii Lagrange au semnificaţii mecanice (tensiuni de contact normale şi
tangenţiale) şi pot, la rândul lor, să fie aproximaţi ı̂n mod nemijlocit ı̂n problema
duală. Este prezentat un model de element finit de contact cu frecare pentru cor-
puri elastic tridimensionale [185], [198]. Modelul este conceput ı̂n strânsă legătură
cu formularea discretă a Lagrangeanului perturbat, pentru problema de contact cu
frecare. De asemenea, ı̂n acest capitol este prezentat un algoritm de rezolvare a
problemelor dinamice de contact [190], [205].

Capitolul 4
Algoritmi şi metode pentru rezolvarea problemelor de contact

Acest capitol conţine rezultatele publicate in articolele [187], [194], [200], [201],
[202], [204], 206], [207], [208], [256]:

Pop, N., Cioban, H., Horvat-Marc, A., Finite element method used in contact prob-
lems with dry friction, Comput. Materials Sci. 50 (2011), 1283-1285, Issue: 4, ISSN:
0927-0256, (ISI Journal)

Pop, N., An Incremental-Iterative solution of 3D Frictional Contact Problems, ”In-
ternational Conference on Manufacturing Systems” (ICMaS 2004), 2004, 129–132,
Published by Editura Academiei Romane, ISSN 0035-4047, ISBN: 973-27-1102

Pop, N., A generalized concept of a differentiability in Newton’s method for contact
problems, Bul. St. Univ. Baia Mare, ser. B, Mat.-Inf. 16 (2000), 307–314

Pop, N., A generalized concept of a differentiability in Newton’s method for contact
problems, Bul. St. Univ. Baia Mare, ser. B, Mat.-Inf. 16 (2000), 307–314

Pop, N., On the inexact Uzawa methods for saddle point problems arising from contact
problem, Bul. St. Univ. Baia Mare, ser. B, Fasc. Mat.-Inf., 15 (1999), No. 1-2, 45–54

Pop, N., On the convergence of the solution of the quasi-static contact problems with
friction using the Uzawa type algorithm, Studia Univ. ”Babeş-Bolyai”, Mathematica,
XLVIII (2003), No. 3, 125-132
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Pop, N., An algorithm for solving nonsmooth variational inequalities arising in fric-
tional quasistatic contact problems, Carpathian J. Math. 24 (2008), No. 2, 110-119

Pop, N., Preconditioning Uzawa algorithm for contact problems, PAMM Proc. Appl.
Math. Mech. 8 (2008), 10985-10986

Pop, N. and Zelina, Ioana, A quadratic programming method for saddle point formu-
lations in contact problems with friction, Carpathian J. Math. 20 (2004), No. 1, 95-100

Pop, N., Vladareanu, L., Popescu, Ileana Nicoleta, Ghiţă, C-tin, Gal, Al., Cang,
S., Yu, H., Bratu, V., Deng, M., A numerical dynamic behaviour model for 3D contact
problems with friction, Comput. Mater. Sci., 94 Special Issue: SI, Pages: 285–291
Published: NOV 2014

Capitolul 4 conţine mai multe metode şi algoritmi importanţi, relativ la re-
zolvarea sistemelor algebrice neliniare, obţinute din discretizarea problemelor de
contact cu frecare şi prezintă exemple tipice de probleme de contact cu frecare, care
apar la ı̂mbinarea unor subansamble structurale din ingineria mecanică şi robotică.

Prima metodă analizată este metoda Newton-Raphson generalizată, folosită
pentru rezolvarea sistemelor neliniare şi nediferenţiabile. Se demonstrează conver-
genţa soluţiei cu metoda Newton generalizată, aplicată pentru rezolvarea sistemelor
neliniare şi nediferenţiabile, folosind noţiunea de B-diferenţiabilitate, care este o
generalizare a noţiunii de F -diferenţiabilitate şi se demonstrează echivalenţa aces-
tei metode cu metoda Newton-Raphson generalizată, care utilizează noţiunea de
Jacobian generalizat, după modelul subdiferenţialei [201].

A doua metodă prezentată este o tehnică de precondiţionare pentru algoritmul
Uzawa, ı̂n condiţii de creştere a convergenţei soluţiei [200], [202], [204], [207].

Tehnica de punct este combinată cu problema de programare pătratică ([208]) şi
cu algoritmul Gauss-Seidel, unde multiplicatorii Lagrange, care semnifică tensiuni
tangenţiale şi normale ale suprafeţei de contact, sunt grupaţi, duce la o creştere a
convergenţei soluţiei şi la o mai bună condiţionare a matricei sistemului de ecuaţii.
De asemenea, metoda Lagrangeanului penalizat ı̂mpreună cu metoda Newton-
Raphson, este ideală pentru rezolvarea iterativ-incrementală a problemei de con-
tact cu frecare [187], [194], [206].

Multe din rezultatele numerice ale acestei teze le-am obţinut ı̂n cadrul grantului
CEEX, P-CD 06-11-96/10.09.06 (2006-2008), Metode numerice eficiente cu aplicaţii pe
supercalculatoare, la care am fost director partener, cum ar fi ı̂n lucrările [67], [68],
[69], care conţin metode de aproximare a soluţiilor ecuaţiilor diferenţiale, rapid
convergente şi cu efort de calcul mic şi care sunt aplicate ı̂n metodele de aproximare
a problemelor de contact elastic cu frecare.

Exemple tipice de probleme de contact cu frecare modelate, care apar la ı̂mbina-
rea unor subansamble de maşini-unelte sunt: problema de contact dintre o placă
plană şi o fundaţie rigidă, problema de contact dintre doi cilindri care vin ı̂n con-
tact la nivelul bazelor, problema de contact dintre două plăci groase sub o forţă
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normală. De asemenea, este prezentată problema de contact ce apare ı̂n procesul
de prelucrare a metaleor, unde am considerat material vâscos incompresibil [190].

Modele numerice, ı̂n rezolvarea contactului cu frecare dintre talpa unui robot
păşitor şi podea, sunt prezentate ı̂n ultimul paragraf al acestui capitol. Pentru
această problemă, este importantă detectarea fenomenului de stick-slip, ı̂n vederea
preı̂ntâmpinării alunecării şi pierderii echilibrului robotului [186].

Rezultatele testelor numerice au fost comparate cu cele din literatura de specia-
litate şi/sau cu cele experimentale, obţinându-se o bună concordanţă, nedepăşind
diferenţa de 10%.

5. Concluzii

Au fost făcute progrese considerabile ı̂n modelarea, analiza variaţională şi ana-
liza numerică a problemelor cvasistatice de contact pentru corpuri vâscoelastice.
În această prezentare am accentuat analiza comportamentului modelelor pentru aceste
procese. Totuşi, rămân multe probleme deschise. Există o nevoie urgentă de teoria
regularităţii pentru problemele de contact. Există interes matematic intrinsec ı̂n
regularitatea optimală a soluţiilor. Din punctul de vedere al analizei numerice,
soluţiile netede permit estimarea celor mai bune aproximări. Mai mult, ne dorim
să eliminăm operatorul de regularizare.

Teoriile matematice (analitice) sunt insuficiente pentru a justifica şi a modela
toate informaţiile detaliate despre structura soluţiilor. Aspecte importante ale prob-
lemelor sunt: structurile zonelor de contact şi distribuţia tensiunilor pe aceste zone.
Sunt necesare noi teorii matematice pentru a dezvolta această temă.
Deoarece investigaţiile teoretice depăşesc capabilităţile curente, trebuie să se re-
curgă la aproximaţii numerice şi simulări ale modelelor. Progresele recente indicate
ı̂n literatură, ı̂n analiza matematică şi estimarea riguroasă a erorilor, justifică ı̂ncrederea ı̂n
rezultatele simulărilor pe calculator.

În cele ce urmează, menţionăm o scurtă prezentare a direcţiilor importante ı̂n
care contactul mecanic modelat matematic se va dezvolta ı̂n viitorul apropiat:

a. Controlul optimal al problemelor de contact cu frecare. Principalele aspecte ı̂n
aplicaţii sunt controlul tensiunilor de frecare, generarea căldurii şi uzura. Legat de
aceasta este importantă proiectarea optimală a condiţiilor de frecare şi implicit de-
terminarea coeficientului de frecare. Scopul este de a proiecta părţi şi subansamble
de maşini cu o metodă optimală ı̂n raport cu uzura, durabilitatea etc. zonelor de
contact.

b. Analiza numerică şi estimarea erorilor. Aici se formulează simulările numerice
pe baze solide şi, ı̂n plus, se folosesc metode numerice eficiente şi convergente către
soluţia exactă pentru analiza problemelor de contact.
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c. Folosirea coeficientului de frecare cu valori mari. Din punct de vedere mate-
matic, aceasta este o problemă susceptibilă de a fi o problemă grea, care ar trebui
să fie demonstrată, pentru a avea posibilitatea de justificare matematică, pentru
ne-existenţa şi ne-unicitatea soluţiilor.

Paradoxul lui Painlevé (1895), sau paroxismul frecarii, dupa J. J. Moreau, constă
ı̂n inconsistenţa soluţiei (absenţa şi/sau multiplicitatea soluţiei) problemei de con-
tact dinamic cu frecare, din cauza discontinuităţilor ı̂n mişcarea corpului rigid (vite-
ze şi forţe foarte mari ı̂ntr-un interval de timp mic) şi a legii de frecare Coulomb, ı̂n
special când coeficientul de frecare este mare. Dar există şi exemple care demon-
strează că paradoxul Painlevé poate apare şi când coeficientul de frecare este mic,
realist.

d. Necesitatea de a folosi diferite tipuri de comportament a coeficientului de frecare.
Coeficientul de frecare este dependent de temperatura, viteza de alunecare, rugo-
zitatea suprafeţei de contact şi de uzura suprafeţei de contact care, la rândul ei,
depinde de temperatură.

e. Necesitatea investigării mai detaliate a efectului căldurii. Este bine cunoscut faptul
că aceste probleme conduc la instabilităţi termice.

f. Generarea dinamică a zgomotului, scârţâitul şi scrâşnetul ascuţit al frânelor şi al altor
dispozitive de frecare. Aici e nevoie de investigaţii matematice complexe care implică
studiul de propagare a undelor ı̂n corpurile aflate ı̂n contact şi ı̂n suprafeţele de
contact, care rezultă din slip/stick-ul suprafeţelor.

g. Investigaţii detaliate ale unor probleme mai restrânse (mai particulare) sunt sus-
ceptibile de a oferi o mai bună ı̂nţelegere a problemelor mai generale. În acest sens,
un progres considerabil a fost făcut prin studiul problemelor de contact unidimen-
sional.

h. Din cercetările recente se deduce că, includerea de fenomene noi (adiţionale) ı̂n
modelele de contact, duce la tipuri noi şi interesante de inecuaţii variaţionale, care
crează un impuls ı̂n dezvoltarea şi extinderea teoriilor matematice.

i. Analiza neliniară a problemei de valori şi vectori proprii. Modele şi algoritmi
pentru rezolvarea problemelor de contact cu frecare ı̂n caz dinamic, cu aplicaţii
la sisteme de frânare. Analiza vibraţiilor induse şi a neliniarităţilor cauzate de
fenomenul stick-slip.

j. Dezvoltarea şi stimularea interesului ı̂n programele de masterat şi doctorat ı̂n acest
domeniu şi domenii adiacente, unde apar probleme de contact cu frecare.

k. Atragerea de contracte ı̂n domeniul economic şi de granturi de cercetare pentru dez-
voltarea unor laboratoare pentru testare si masuratori, ce ar permite validarea unor modele
matematice noi, ı̂n problemele de contact cu frecare.

l. Dezvoltarea unor modele şi algoritmi pentru rezolvarea problemelor de contact de
rostogolire, cu aplicaţii la contactul roată-şină ı̂n transportul feroviar de mare viteză.
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m. Dezvoltarea unor algoritmi pentru rezolvarea problemelor de contact ı̂n maşini-
unelte şi robotică.

Considerăm că a fost făcut un progres considerabil, dar rămâne mult de făcut
pentru a construi o teorie matematică cuprinzătoare a problemelor cvasistatice de
contact cu frecare.
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Springer-Verlag, Berlin, VI a/2 (1972), 347-427

[57] Fortune, B., Bezine, G., Sur le contact frottement de deux plaques chargées en flexion, J.
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[90] Hlaváček, I., Contact between elastic bodies, III Dual finite element analysis, Aplikace
Matematiky 26 (4) (1981), 321-344
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Technology, Disertation No. 133, Linköping University, 1985
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